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Introduction

On

1.

peut

a. Définition

Préambule sur les mathématiques financiéres

définir globalement les mathématiques financieres «comme [Iapplication des

mathématiques aux opérations financiéres non instantanées (c’est-a-dire faisant intervenir le

temps)». Cette discipline fait intervenir principalement des outils issus de |'actualisation, de la théorie
des probabilités, du calcul stochastique, des statistiques et du calcul différentiel.

b. Histoire des mathématiques financiéres et périmétre du cours

L'actualisation et l'utilisation des intéréts composés et des probabilités remontent a plusieurs siécles.

Harpagon : « C’est fort mal fait. Si vous étes heureux au jeu, vous en
devriez profiter et mettre a honnéte intérét I'argent que vous gagnez afin
de le trouver un jour. Je voudrais bien savoir, sans parler du reste, a quoi
servent tous ces rubans dont vous voila lardé depuis les pieds jusqu’a la
téte, et si une demi-douzaine d’aiguillettes ne suffit pas pour attacher un
haut-de-chausses ? Il est bien nécessaire d’employer de I'argent a des
perruques, lorsque I'on peut porter des cheveux de son cru qui ne coltent
rien. Je vais gager qu’en perruques et rubans il y a du moins vingt pistoles ;
et vingt pistoles rapportent par année dix-huit livres six sols huit deniers, a

ne les placer qu’au denier douze.» (Moliére - L’Avare — 1.4 — 1668)

Au denier douze signifie 1 denier d’intérét pour 12 prétés, ... c’est-a-dire
8,33% !

Cela dit Louis Bachelier, par sa thése intitulée "Théorie de la spéculation" en 1900, est considéré

comme le fondateur des mathématiques financiéres appliquées aux marchés. Par ailleurs, la théorie
moderne des marchés financiers remonte au MEDAF et a I'étude du probleme d'évaluation des
options et autres contrats financiers dérivés dans les années 1950-1970.

Dans ce cours, nous nous contenterons d'explorer les bases des mathématiques financieres qui

peuvent étre qualifiées de "calculs bancaires", c'est a dire permettant d'effectuer les opérations

simples auxquelles un banquier pourrait étre confronté. De ce fait, nous n'introduirons dans nos

réflexions que les dimensions temps et argent, laissant ainsi de coté le hasard et la théorie des

probabilités.
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c. Deux notions fondamentales : intérét et taux d'intérét

i. Lanotion d'intérét

Il s'agit de la somme due par 'emprunteur au préteur ou recue de I'emprunteur par le préteur en
plus du capital prété.

Exemples :

° Monsieur X emprunte 12 000 € a sa banque pour |'achat d’une automobile. Il
rembourse ce prét en faisant 36 paiements mensuels de 365 €.
Un calcul rapide permet de déterminer que l'intérét versé est 36 x 365 - 12 000 =1
140 €.

° Madame X place 4 500 € pour 3 ans. Au bout des 3 années, son capital est de 5 445 €.
L'intérét versé a Madame X est donc : 5 445 —4 500 = 945 €.

ii. La notion de taux d’intérét :

Le taux d'intérét mesure la rémunération d'un préteur ou d'un investisseur qui se sépare
temporairement d'une unité monétaire pendant une période. Il s’exprime en général sous forme de
pourcentage des sommes prétées ou placées pour un an.

Exemple :
Un taux annuel de 6% signifie que pour 1 € emprunté, il sera remboursé 1,06 € au bout d’un
an.

Par ailleurs, il est possible de classer les taux d'intérét dans différentes catégories :
Taux fixes/Taux variable :

o e taux fixes désigne un taux d'intérét fixé lors de la signature du contrat. Il ne variera pas,
quoi qu'il arrive.

e e taux variable désigne un taux non définitivement fixé, qui évolue a la hausse comme a la
baisse. Il s'agit par exemple du taux du livret A.

Taux nominal / Taux réel :

Le taux nominal est le taux d'intérét qui est fixé lors de I'opération d'emprunt ou de prét. Il est inscrit
dans le contrat qui lie emprunteur et préteur et sert a calculer les intéréts dus.
Le taux réel est le taux nominal aprés déduction du taux de I'inflation. Cette définition n'est valable
que si le taux d'inflation est faible, sinon il faut utiliser I'équation

1 + taux d'intérét nominal = (1 + taux d'intérét réel) x (1 + taux d'inflation)
En période de forte inflation (par exemple durant les "Trente glorieuses"), les taux d'intérét réel
peuvent étre négatifs, ce qui incite a emprunter.
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2. Notions générales de mathématiques

Fractions :
Formules Exemples
1 30 31
[») —_— —_—— - of —
° 1A+0,3-100+100_100-31A)—0,31
a,c_atc « 14tool00, t 100+t
b b~ b °7100 " 100~ 100
° 1+1967-%—1196
%7 100
a.L-2x8 .« 1000x3%=120x3_3,
b”d bxd °T 100
a ¢ a (d 2 3 315
de_bX c) ° 10573—105><2— 5 =157,5
Puissances :

a étant un nombre réel (a<IR) et n un entier non nul (neIN’) :

La puissance n de a est le produit : |an = axaxaxXaX....... xa (avecn facteurs)| n est I'exposant.

Formules Exemples
1 1
Par convention © a1
.1_1 t -n_l * (1+i)n=(1+l)
a7 ATy 1000 L
e 1000x 1,05 °="""%=%746,22 3107 prés
1,05
M xaPoa™ e 1,02°x1,02°=1,02"

. ﬁ pas de formule pour : 1,02° x 1,03°

(@)f=a" e (1,05%)%=1,05°=1,477 410°pres
e Exemple important
Si x°=2,48832 alors (x°)"°=(2,48832)"

méme si n et p sont des réels,
pourvu que a soit positif

strictement soit car (xs)l/5 =x =yt
1,02° 1
a" . A 5-6_ 1
2an © ToF=L027t=102"= 1
[(axb)" = a" x b" e (1,01x12)°=1,01x1,2°

N o 100\4 100*
(ij =2 * 101) T101°
b/ b" ’ ’




Racines carrées :

Définition :

a étant un nombre positif ou nul (a€lR+),

\/5 est le nombre positif (ou nul) qui élevé au carré donne a.

Remarque :

a=al?

oo (Vo) =

Donc toutes les regles des puissances s’appliquent aux racines carrées (de nombres positifs).

Mises en facteurs : | Factoriser c’est transformer une somme en produit.|

Pour cela on identifie dans une expression, un élément multiplicateur commun a TOUS les
termes de la somme.

Exemples :

. S$=1,02 +1,022 +1,02°
$=1,02 x1+1,02x 1,02+ 1,02 x 1,022
$=1,02 x [1+1,02+1,02 ]

° S= L + L + 1
T@+i) (@+i)? (1+i0)3
1 1 1 1 1
S= X

(1+1) Lo (1+i)>< (1+i)+ (1+i)>< (1+1i)?

1 [1 1 1 }
S_(1+i)>< Tt @y

Les approximations :

1°) Calculs classiques.
Les calculs que nous effectuons sont en général des approximations. Il est essentiel de toujours
préciser a I'issue d’un calcul quelle est I’erreur commise.

Exemple :

Le cal I150
e caleul 7=

gue le nombre de chiffres peut étre réglé mais ne dépasse pas 12 sur les calculatrices
3chiffres... apres la virgule.

Par exemple ici on écrira :

1500 . . Can=2 s 2 _ 1
15507 0,97 20,01 pres (oual0 “préscarl0 “= 102 0,01)
1500 . , A3 3_1

ou 1550~ 0,968 a 0,001 pres (oual0 ’préescarl10 "= 10°° 0,001)

2°) Calculs de pourcentages.
Dans le cas d’un calcul de pourcentages, (ou de taux) ce qui est courant pour nous, il convient de

effectué par la calculatrice nous donne 0.9677419355 sur I’écran. Il faut savoir

conventionnelles. On convient alors de donner une approximation du résultat a 2 chiffres,




2 , R . R .
100° 0,02. Donc donner la valeur d’un pourcentage a 1 chiffre aprés la virgule
pres, c’est donner le résultat a 0,1% pres soit a 0,001 prés (puisque 0,1/100=0,001) ou a 1073 prés.

bien noter que 2% =

Exemple :

90
152 donne 0.5921052632 soit 59% a 1 % prés (ou a 0,01=10"2 pres)

ou 59,2% a 0,1% prés (ou & 0,001= 10 "> pres)

3°) i3 Attention : Il ne faut JAMAIS dans une suite de calculs utiliser des approximations successives
de résultats intermédiaires, le résultat final serait largement faussé.

Exemple :
Pour un placement de 200 000 euros, avec un taux d'intérét de 3%, on obtient aprés 10 ans

S =200 000 x 1,03" = 268 783,28 € 3 0,01€ prés
Si I'on effectue le calcul intermédiaire : 1,03"°= 1,34 3 0,01 prés, alors en multipliant par
200 000 on obtient 268 000 € ce qui fait un écart de prés de 783 euros !!

Pourcentages
Formules Exemples
Calculer un pourcentage
Sur 1 500€ de frais fixes par mois, 900 € sont attribués a mon
Effectif loyer. Que représente en % le montant du loyer par rapport
Effectif total aux frais fixes ?
900
1500 0,6 = 60%. Donc le loyer représente 60% de mes frais
fixes.
Appliquer un pourcentage
2
e 2% de 500 c’est 500 x 100~ 10
t % d’un nombre S e Sur 2 000 candidats, 11% seront regu a un concours. Calculer
le nombre de candidats recus.
11
2 000 x 11% =2 000 x 100° 220. Soit 220 candidats recus.
e On place lasomme de 70 000 € au taux nominal annuel de
3%, calculer les intéréts pergus apres un an.
3 s
70 000 x 100° 2100 € d’intéréts.
Pourcentage d’évolution
e Le prix du baril de pétrole est passé du 31.1.2005 au
31.1.2006 de 48,21 S 3 67,93 S. Calculer la variation en % sur
Valeur finale - Valeur initiale cette période.
Valeur initiale 67,93 -48,21 Camd s
—=——"==20,4090 = 40,90% (a 10 pres)
Vf - Vi 48,21
Y soit une augmentation d’environ 40,90% (a 10 ~*% = 0,01 % pres)
e Le nombre de chémeurs en France est passé de 2 329,2




milliers (le 1.11.2006) a 2 310,6 milliers (le 1.12.2006).
Calculer la variation en pourcentage sur ce mois.
2310,6 x10°-2329,2x 10° -18,6

= ~ - N -5
2329,2x 10° =33292 000798 (210" prés)

donc la variation est d’environ — 0,8 % (baisse d’environ 0,8%)

Augmentation de i %

Augmenter un nombre S de i%

e On place 7 000 euros pendant 1 an a 3,4%.

c’est le multiplier par (1 + i% 3,4 103,4
plier par (1 +i%) 7000 x (1 + )=7000x(—)=72 380 euros
S x (1 +i%) 100 100 ) ——

Car Sdevient S+ S x i%
ce qui apreés factorisation donne le
résultat.

Remarque : cela revient en fait a faire I'opération

3,4
70 000 + 70 000 X700

Diminution de i %

Diminuer un nombre S de i%
c’est le multiplier par (1 - i%)
Sx(1-i%)

Car S devientS-S x i%

ce qui apreés factorisation
donne le résultat

e Une entreprise voit son chiffre d’affaires annuelles de 5
millions d’euros baisser de 5%.
100-5
100
Donc le CA est passé a 4,75 millions d’euros.

5x(1-5%)=5x( )=5x0,95=4,75

Suites arithmétiques

Une suite peut étre considérée dans le cas général une succession de nombres appelés termes de la

suite.

Une suite arithmétique est une suite de nombres tels que pour passer d’'un terme a son suivant on
ajoute toujours la méme quantité appelée raison (notée r).

On ajoute r
| L ] L] L] “l L] L] L] L |
uz=U1+r U3=uz+r U4=U3+r _ un_l:un_2+r un:un_1+r un+1=un+r _
Exemple :

ul=2

La suite (un) définie par :{ un=un-1+3

On ajoute
3
| | I | ] : | | | |




u; =2

Pour la suite (u,) définie par : { Up= Uy +3

U, =U,+ (n—=p)r

U, =u; +(n-1) x 3 =2+ 3(n-1) soit

U2=6'1=5

Donc par exemple : { Ugo = 30-1=29

(1% terme + dernier) Avec la méme suite pour calculer :
S = (Nombre de termes de la somme )x 2 S=Uy+Us+ . + Uy
Attention, c’est le premier terme et le dernier de la somme. On a 9 termes, donc

Xu2+u10=9X5+29

$S=9 5 5

=153

» Utilisation : Calculs d’intéréts simples.

Suites géométriques

Une suite géométrique est une suite de nombres tels que pour passer d’un terme a son suivant on
multiplie toujours la méme quantité appelée raison (notée q).

| | | | | | | | | | | | | | | |}

Exemple :
ul=2000

La suite (un) définie par :{ un = un-1x 1,02

On multiplie
par 1,02
1 1 1 L
— 2000 2000x1.02 = 2040x1.02 = 2080.8x1.02
- 2040 2080.8 =2122.416




Expression de u, en fonction de n

Up=u,xq" "’

Donc par exemple : {

Pour la suite (u,) définie par: {

uy=u; xq "t =2000x 1,02

u; =2 000

U, = U, x 1,02

u, =2 000 x 1,02 =2 040
u;o =2 000x1,02° =~ 2 390,19

Calcul de la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

nombre de termes de Ta somme

S =1% terme de la somme x

1-¢

Dans le cas particulier ou S =u; + Uy +.....+u,

n

1-¢q
1-9q

alors [S=u; x

Avec la méme suite pour calculer :

S=U2+

us +

On a 9 termes, donc

S=u;x

9
=2040

X

29

1-1.02

= 19899, 44

» Utilisation : Calculs d’intéréts composés.

» Remargue : Utilisation du symbole somme £

10
senoteaussi S= > u,
n=2

S=u,+uUs+... + Uygg

-



Chapitre 1 : Intéréts simples

A — Généralités.

1. Définition
payé en une seule fois
et proportionnel a la durée du placement.

e Unintérét I est dit simple lorsqu’il est{

t: le taux d'intérét,
e Il est fonction de : 3 n :la durée du placement,
C : le capital.
e Attention : Il faut toujours exprimer t et n en unité de temps comparable.
Par exemple t annuel et n en année, ou t mensuel et n en mois.
e Exemplel:
Soit un capital C de 100 000 euros placé durant 1 an au taux annuel de t =4 %, le
montant des intéréts percus par l'investisseur au terme de I'année est de :
| =100000 x 0,04 x 1 =4 000 euros

2. Letauxd’intérét:t

Le taux d’intérét est I'intérét payé (ou rapporté) par période de prét (ou le placement) d’'un
capital.

Dans la pratique, ce taux est généralement exprimé en pourcentage (t = 9%) et pour une période
annuelle.

3. Ladurée:n
Cette donnée obéit a des conventions précises mais évolutives en fonction du type de prét ou de
placement. Il est donc nécessaire de toujours se faire préciser quelles sont les conventions
adoptées si I'on veut avoir une idée précise de ce que représente véritablement le taux d’intérét
d’une opération.

Si nous prenons I'exemple de calcul en nombre de jour, la durée s’exprime en fraction d’année.
La Base étant le nombre de jours conventionnels dans une année, elle s’écrit :

_nombre de jours du prét
- Base

e la Base: Les cas les plus fréquents sont :
{ Base = 360 : on parle de base commerciale (année bancaire)*
Base = 365 ou 366 : on parle de base exacte’.
e Le nombre de jours de prét Il obéit aussi a des conventions.
Dans le cadre d’une base en jours exacts, ce nombre de jours correspond en
général au nombre de jours « exact »

Exemple : entre le 2 et le 18 du mois on compte 18 — 2 = 16 jours, tout se passe
comme si la somme « travaille » a partir du 3 au matin.

'la pratique d’une année bancaire remonte au Moyen —Age. Pour la petite histoire, les babyloniens utilisaient
un systéme de numération en base 60 a cause du nombre élevé de diviseurs de 60, et 360 = 6 x 60.
? Les anglais raisonnent en base 365

&



Dans le cadre d'une base 360, deux modes sont utilisés,
{ le précédent

ou le calcul dit « en mois »
On considére que I'année de 360 jours se décompose en 12 mois de 30 jours.
Quels que soient les mois considérés, N mois représentent (30 x N) jours. Ce
mode de calcul est surtout utilisé dans le cas de remboursement par échéances
constantes.

— Application : Exercice 1 de la fiche

B — Intéréts pré et post-comptés

1. Intéréts pré et post-comptés
Les intéréts étant calculés par la formule précédente, deux modes de versement ou de
payement des intéréts sont possibles :
Les intéréts post-comptés
Les intéréts sont dits post-comptés quand ils sont comptés en fin de période.

Exemple : Déblocage du prét en début de période et remboursement du capital et
des intéréts en fin de période.

Exemple : Découvert de banque pour lequel les agios sont prélevés a la fin de chaque
trimestre.

Les intéréts précomptés
Les intéréts sont dits précomptés quand ils sont comptés en début de période.

Exemple : L'emprunteur paiera les intéréts I de maniéere simultanée au déblocage du
capital C. Il ne recevra donc en fait que C—I. En fin de période il ne remboursera que
le capital C.

- Application : Exercice 2 de la fiche

2. Passage du Taux post-compté au taux précompté

T _ Tgré
POSE™ 1 — D X Tpre
Démonstration : (D = n/360)
Ipré = CXTpréXD = (C - Ipré ) X DXTpost
Donc  CxTpexD = (C- CxTprexD)x DXTpost

Soit  Tpre =(1—-TpexD )X Tpost

Remarque : Le taux post-compté est aussi appelé taux de rendement ou taux «in
fine » car il permet de calculer les intéréts réellement pergus pour un capital placé

C - Taux proportionnel annuel (ou taux nominal)
Définition : Deux Taux sont proportionnels si leur rapport est égal a celui de leur période de
capitalisation respective. T = taux proportionnel annuel =12 x t (t = taux mensuel)

|Taux proportionnel annuel = taux périodique x période|

=




_)

» Exemple
e Sjtestuntaux mensuel,

e Sjtestuntaux trimestriel,
e Sitestuntauxannuel,

Application : Exercice 3 de la fiche




Chapitre 2 : Intéréts composés

A- Intéréts composés

Un capital est placé a intéréts composés quand, a la fin de la période (dite période de
capitalisation), les intéréts sont rajoutés au capital pour porter eux-mémes intéréts pour la
période suivante...

C’est donc une application des suites géométrigues.

B — Valeur acquise d’un capital placé a intéréts composés
Si C, est la valeur acquise d’un capital Cy placé au taux périodique Tp alors

[Ca=Cox (1+Tp)"]

» Exemple 1

M. BERTO place 100 000 le 01.01.2006 pour 2 ans au taux annuel de 4%. Quelle est la valeur

acquise au terme du contrat? (Réponse : 108 160,00)
Exercice1a 4 duTD 2.

C - Taux de Rendement Annuel Arithmétique
Taux permettant de calculer la quantité d’intéréts de I'opération, soit

C1-C, BASE
TRAA = +—x
Co nb de JOURS

» Exemple 2
M. BERTO place 100 000 le 01.01.2006 pour 2 ans au taux annuel de 4%. On a calculé

que la valeur du capital au terme des 2 ans est de 108 160,00. Montrer que le TRAA
est de 4,08%.

D - Taux de rendement actuariel (Taux équivalents)

e Définition : Deux taux sont dits équivalents s’ils génerent, pour un capital et une durée
donnée mais des périodes de capitalisation qui peuvent étre différentes, un méme taux
d’intéréts

e Taux équivalent annuel :

Le plus souvent on calcule le taux actuariel annuel correspondant au taux mensuel,
trimestriel...,

Tact=(1+Tp)"- 1| Tact : le taux actuariel annuel
on a alors — avec Tp : le taux de la période donnée
n
|Tp=(1+Tact)'/"-1] n : le nombre de périodes dans une année

» Exemple 3
Quel est le taux périodique annuel équivalent au taux périodique trimestriel de 3%

Cas général :
Le plus simple est d’alors écrire I'égalité des capitaux apres un an soit :
)12

| Co % (1 + Tmensuel)*? = Co x (1 + Ttrimestre)* = Co x (1 + Tannuel)' = |

Exercice 5a8duTD 2.




Chapitre 3 : Actualisation, VAN et Indice de Profitabilité d’un
investissement.

| — L’actualisation

A —’actualisation d’un capital

L'actualisation est I'opération inverse de la capitalisation. L’actualisation permet de ramener a
une date antérieure un capital futur.

Actualiser un capitale C, c’est par exemple répondre a la question suivante : « de quel capital
devrais-je disposer aujourd’hui pour obtenir a la date n, un capital C, sachant que je pense le
placer au taux T,, taux d’actualisation ? ».

Co : Valeur actuelle

C, : le flux futur

Tp : le taux périodique d’actualisation

Ona: |C0=Cn>< (1+Tp)_”| avec :

n : le nombre de période pour la durée d’actualisation.

Exemple
Soit 100 000 acquis au terme d’un placement de 5
ans au taux annuel de 10%, cherchons sa valeur

actuelle.
100 000
Co= 1 - 100 000 x 1,17 > ~ 62 092,13

Exercice 1 a 3 du TD3.
B — Actualisation de suites de versements constants

1. Actualisation d’'une suite de versements constants en fin de période

Soit a le montant des versements réalisés en fin de période de capitalisation.
La valeur actuelle V, de cette suite de versement constants a fin de période, correspond a
I'actualisation de chacun des versements réalisés, soit :
— V,: la valeur actuelle de la suite
1-(1+Tp) e , L
V, =ax — 0, avec :3 Tp : le taux périodique d’actualisation
P n : le nombres de périodes

Exemple
M. Dupont verse chaque 1 janvier et pendant 5 ans
la somme de 10 000 (premier versement le
01.01.N+1) sur un compte ouvert le 01.01.N
rémunéré au taux de 5%. Quelle est la valeur
actualisée au taux de 5% de versements réalisés par
M. Dupont ?

-5

Y —10000x%~43 294,77
0= 0,05 ’

2. Actualisation d’une suite de versements constants en début de période

La valeur actuelle d’une suite de versements constants début de période est égal a V, tel
que:




Va

V,: la valeur actuelle de la suite
avec :3 Tp: le taux périodique d’actualisation
n : le nombres de périodes

_ )(1—(1+Tp)‘n
“ 2 Tp(1+7Tp) *

Exemple
M. Dupont verse chaque 1° janvier et pendant 5 ans
la somme de 10 000 (premier versement le 01.01.N)
sur un compte ouvert le 01.01.N rémunéré au taux
de 5%. Quelle est la valeur actualisée au taux de 5%
de versements réalisés par M. Dupont ?
1-1,057°

Vo =10 000 x

C — Actualisation de suites de versements variables
La résolution du calcul d’actualisation repose sur le méme principe.
Cependant il s’agit de flux variables, il n’est donc pas possible de les sommer.

Le résultat correspond donc a la somme des valeurs actualisées de chacun des flux.

Exemple (fin de période)
Soit une suite de 5 versements:
50000 le 01.01.N+1
10000 le 01.01.N+2
5000 /e 01.01.N+3 et N+4
15000 le 01.01.N+5
Déterminer la valeur actualisée au tx de 3% annuel
au 01.01.N

V, = 50000x1,03™" + 10 000x1,03 2 + 5000x1,03 = +
5000x1,03 “* + 15 000x1,03 ~

Vo~ 79 926,92

Exemple (début de période)
Soit une suite de 5 versements:
50000 le 01.01.N
10000 le 01.01.N+1
5000 le 01.01.N+2 et N+3
15000 le 01.01.N+4
Déterminer la valeur actualisée au tx de 3% annuel
au 01.01.N

V, = 50000 + 10 000x1,03 * + 5 000x1,03 >
+5000x1,03 > +15000x1,03 *

Vo=~ 82 324,73

Exercice 4 du TD3




Il - La Valeur Actuelle Nette (VAN) d’un investissement.

1. Définition : La Valeur Actuelle Nette (VAN) d’un investissement est la différence entre les
cash-flows (flux) actualisés a la date t, et le capital investi I

n
VAN= Y C,(1+t)7" - 1| ou|VAN = Cy(1+t) "+ Co(1+t) 2+ Cy(1+t) > + ... Co(1+t) ™" -1 |
p=1
Remarque : On écrit souvent VAN(t) au lieu de VAN pour montrer qu’elle dépend du taux t

choisi

2. Taux d’actualisation

Le taux d’actualisation utilisé dans le calcul de la VAN est le taux de rentabilité minimum
SEATS LI N f QSY G NBLINR &S

» Exemple 1
Soit le projet d’investissement suivant dont on a représenté le diagramme des flux.
Calculer la
VAN en prenant pour co(t du capital t = 10%. (Rép. : 11 556,59)

40 000 50 000 20 000

30 000

0| 1T| ZTI 3T| 4T .
l

-100 000

VAN (10%) = -100 000 + 30 000 x 1,1 + 40 000 x 1,1 + 50 000 x 1,1 + 20 000 x 1,1*
VAN (10%) ~ 11 556,59

3. Interprétation
La réalisation de I'investissement ci-dessus revient a décaisser 100 000 et recevoir

immédiatement
111 557 en contrepartie. L'opération est donc avantageuse et la VAN mesure cet avantage.

e Pour qu’un projet d’investissement soit acceptable, il faut que la VAN soit
positive.
e |l est d’autant plus rentable que la VAN est grande.

/| SLISYRFY Gz tF +£1!'b YSadcaNB f QI O yespraeSdel 6 &4 2 f dzZ
capitaux initiaux différents avec la VAN. D'ol la nécessité d'introduire l'indice de
profitabilité.

F



Il — Indice de profitabilité (IP)

1. Définition : L'indice de profitabilité (IP) est le quotient de la somme des cash-flows (flux)
actualisés par le montant du capital investi.

-

n
D C(1+t)7°
p=1

IP=

2. Lien entre IP et VAN

VAN
|P=T+l

Démonstration :

n
VAN = z Cp(l +t)P|-1
p=1
Donc

n
VAN + 1 = Z C,(1+1)7P
p=1

Soit en divisant tout par | :

12":C(Ht)_p_VAN+1_VAN+1
I p -
p=1

» Exemple 2
Avec le méme projet que précédemment, calculer I'IP. (Rép. : 1, 1156)

3. Interprétation

La réalisation de I'investissement ci-dessus consiste a recevoir 1,1156 euros pour 1 euro
décaissé. L'opération est donc avantageuse et I'avantage par euro investi est de 0,1156.

e Pour qu’un projet d’investissement soit acceptable, il faut que son indice de
profitabilité soit supérieur a 1.
e |l est d’autant plus rentable que son indice de profitabilité est grand.

Exercice 5 et 6 du TD 3.




Chapitre 4 : Taux de rentabilité interne (TRI) et durée de

récupération
|-Le TRI
Exemple introductif. Considérons I'investissement suivant :
Périodes 0 1 2
Flux de trésorerie -200 + 80 + 270

Si t est le taux d’actualisation, alors |VAN(t) = -200 + 80(1+t) "' + 270 (1+t)'2|

On peut compléter le tableau suivant en utilisant une calculatrice:

t

3% 5% 10% 20% 30% 40% 50%

VAN(t) ~

132,17 121,09 95,87 54,17 21,3 -5,1 - 26,67

La fonction VAN étant continue sur IR, on en déduit qu’elle s’annule pour un nombre t
compris entre 30% et 40%. On veut chercher pour quelle valeur de t cette fonction VAN est
nulle.

On calcule donc des valeurs entre 30% et 40% (on passe d’une valeur positive a une négative)

t 30% 36% 37% 38% 39% 40%

VAN(t) ~

21.3 4.8 2.25 -0.25 -2.7 -5.1

On calcule donc des valeurs entre 37% et 38% (on passe d’une valeur positive a une négative)

t

37%

37.7%

37.8%

37.9%

38%

2.25

0.49

0.24

-0.0043

-0.25

VAN(t) ~

On a donc une bonne approximation de la valeur de t qui annule la VAN avec t = 37,9%
Cette valeur de t se nomme le TRI, Taux de Rentabilité Interne.

1. Définition

Le Taux de Rentabilité Interne (TRI) est le taux pour lequel la VAN est nulle, c'est-a-dire qu’il
y a équivalence entre le capital investi et I'ensemble des cash-flows actualisés.

» Exemple
Avec le projet suivant, dont on a représenté le diagramme des flux, calculer une valeur

approchée du TRI.




30000 | | 40000 | | 50000 20 000

o| 1T ZT 3T 4T .

-100 000

t 15% 16%
VAN(t)~ | 643.58 -1332.71
t 15.3% 15.4%
VAN(t)~ | 44.01 -154.56

t 15.32% 15.33%
VAN(t)~ | 4.25 -15.62

Donc on prendra comme approximationde ta 0,01% pres, |t=15,32%

Exercice1duTD 4

Il — Le Délai de récupération du capital investi
1. Définition

Le délai de récupération d d’un capital investi est le temps au bout duquel le montant cumulé des
cash-flows actualisés est égal au capital investi. L’actualisation est faite aux taux de rentabilité
minimum exigé par I'entreprise.

d
d est donné par la relation : C,(1+1t) ™" =Investissement
p=1
2. Exemple

Déterminer le délai de récupération d'une opération qui présente les caractéristiques suivantes :
investissement de 100 000; colt du capital de 10%; cinqg flux de 38 000, 50 000, 45 000, 40 000,

20 000.
Il faut actualiser chaque cash-flow, cumuler les montants obtenus jusqu’a ce que le résultat devienne
égale ou supérieur au capital investi 100 000.

Colit du capital 10.0% Investissement 100 000
Années 1 2 3 4 5
Cash-flows 38 000 50 000 45 000 40 000 20 000
Cash-flows actualisés 34 545 41322 33809 27 321 12 418
Cumul 34 545 75 868 109 677 136 997 149 416

A la fin de la 3°™ année on a récupéré 109 677 euros, soit une somme supérieure au capital investi.
Le délai de récupération est donc entre 2ans et 3 ans.
Par interpolation linéaire on peut trouver une valeur approchée de d.




Méthode 1 : avec la formule

f(x) = % (x-a) + f(a)
a=2 b=3
f(a) = 75 868 | f(b) = 109 677

soit

109 677 - 75 868

Méthode 2 : avec les accroissements

Il suffit de faire le tableau suivant *

2 d 3

75 868 100 000 109 677

Alors on écrit I'égalité des
accroissements

f(d) = ™) (d-2)+ 75 868 = (109 677-75 868)(d-2)+75 868
on cherche d pour que f(d) = 100 000 d—2 100 000- 75 868
donc d vérifie 100 000 = f(d) 3_2 109677 —75 868
soit
et donc on retrouve bien
100000-75868+2_C|
109 677-75868 ~ 100000-75868 ., _,
109 677-75 868
donc | d = 2,71 soit 2 ans et 8 mois |
(car 0,71012 = 8.64) |d = 2,71 soit 2 ans et 8 mois |
; Investissement — cumul inf i ) L L.
Mémo : - + année du cumul inf = delai e récupération
cumul sup = cumul inf

» Exemple 2bis
Faire de méme avec un investissement de 130 000

Solution :

On trouve 3,74 ans soit 3 ans et 8 mois (presque 9)

-




Chapitre 5 : TRIG, VANG et IPG

| T Introduction : Choix des critéres.

Pour choisir des projets on utilise
e La VAN (Valeur Actuelle Nette), le TRI (Taux de Rentabilité Interne) si les capitaux investis
sont égaux.
e LeTRI( Taux de Rent ab(indice de @ofitabilité)sinome ) et | 0

Si les 2 critéres concordent, on peut considérer que le classement des projets est indiscutable, sinon le
décideur doit :
e Soit choisir un des criteres,
e Soit utiliser un 3°™ critére qui peut étre :
0 Le TRIG : Le Taux de Rentabilité Interne Global.
0 LaVANG : Valeur Actuelle Nette Globale.
0 L BPG : Indice de profitabilité Global.

3 Exemple
On consid re deux p
u

0] eetPsdécdtpar:n v(eesnt insislelnmeenrts ndobmem@®
Cal cul er pour <chac | e

r
n TRI et | 61 P en prenant 1

Projet 1

60 40 26,7

22 40 60 49.7

0| 1T ZT 3T 4T ~

I -120 I

e Projetl . , \
{ P, = 60x1.1" + 40x1.1° + 26.74x1.1 ~1077

100
TRI, = t; tel que :100 = 60(1+t,)™ + 40(1+t;)? +26.74(1+t,)™, on trouve t, ~ 14.9829%

e



e Projet 2

-1 -2 -3 -4
{ 1P, = 22x1.1° + 40x1.1 1+2§s)0x1.1 +49.7x1.1°% 1100
TRI, = t, tel que :120 = 22(1+t,)™ + 40(1+t,) + 60(1+t,)> + 49.7(1+t,) *, on trouve t, ~ 14.0006%

Exercice 1 du TD5

Il - TRIG
I'l est bas® sur -floasksoptpéimvestisasnéauxgéaliger.l es cas h

1. Définition du TRIG

Le Taux de Rentabilité Interne Globalt est le taux pour lequel il y a équivalence entre le
capital investi et la valeur acquise des cash-flows (notée A) calculée au taux r.

Remarque A = C; (1+1)" "'+ C,(1+1)" 2+ é 4 C

2. Formule générale
Le TRIG est donné par la relation : | Capital investi = A (1 + TRIG) " "|

LRG| G G cn

| Capital investi |

3 Exemple 5
Calculer le TRIG pour les projets 1 et 2, avec un taux de réinvestissement r = 18%.

Attenti on, il faut rai sonner sur |l a dur ®e |

o Projetl
La valeur acquise des cash-flows est : A; = 60x1,18° + 40x1,18° + 26.74x1,18" ~ 185,83112

Soit |t; = 16,76%|.

e Projet 2
La valeur acquise des cash-flows est : A, = 22x1,18% + 40x1,18° + 60x1,18" + 49.7 ~ 212,34

Soit [t; = 15,33%

Exercice 2 du TD5

a

Le TRI G est donc I180=r8883i(lmt}e * (&quivaleace d ladd@edu at i o n

Le TRIG est donc L120=ri284i(1mt)eE * (&uivaleace d laddd@edu at i on

=

pl u



7 VANG

Elle est basée sur la méme hypothése de réinvestissement des cash-flows.

1. Définition de la VANG

La VANG, Valeur Actuelle Nette Globaleest la différence entre la valeur actuelle de la
valeur acquise descash-f | ows et | e montant de | 6invelstisse

Remarque la valeur actuelle de la valeur acquise se calcule au codt du capital..

2. Formule générale
La VANG est donnée par la relation : [VANG= A (1 + teon capita) " - INVestissement

3 Exemple 6
Calculer la VANG pour les projets 1 et 2, aVec tegt capital = 10% et toujours un taux

de réinvestissement r = 18%.

Attention, il fautraisonnersur | a dur ®e |l a plus | ongue cbest =~ d
e Projetl

La valeur acquise des cash-flows est : A; ~ 185,83112
VANG; = 185,83(1,1)' *i 100~26,92.  [VANG, ~ 26,92]

e Projet 2
La valeur acquise des cash-flows est : A, =~ 212,34

VANG, = 212,34 (1,1)" *1 120~ 25.03.  [VANG;, = 25.03]

g



IV 1 1PG

Il est basé sur la méme hypothése de réinvestissement des cash-flows.

1. D®f i ni tion de |1 061 PG

L BPG, Indice de profitabilité Global est le quotient de la valeur actuelle de la valeur acquise
par le capital investi. .

2. Formule générale

A (1 + teoar capipa) -

L6I PG est donn® pRG= . i on
Investissemen
3 Exemple 7
Cal cul er | 01 PG p O Ucicapih ®18% eptoujours anttasx 1 et 2, avec t

de réinvestissement r = 18%.

o Projetl
La valeur acquise des cash-flows est : A; ~ 185,83112

sf
PG, = 185,8311%)%>< L1 1 26 PG 1269

e Projet 2
La valeur acquise des cash-flows est : A, ~212,342704

T4
IPG, = 212’3421733 xLL 1209 IPG, ~ 1,209

-



Chapitre 6 : Emprunts Indivis

| T Les préts / Emprunts (indivis)

Exerciceslet2duTD 6

Quel gue soit |l e profil de remboursements, | es
analogue au tableau ci-dessous.
Montant du LA Créance CSEIPIEL
Date Intérét ] Assurance restant
remboursement amortie dl
D R lj Kj A Ci
JIIMM/AA ital
Date de Capita .
déblocage emprunte
Capital
_quEant des '\"O”t*%“t du Montant de restant d{i
JIMM/AA intéréts dans capital o X
fre Montant des . | 6assu apres
(1 chaque remboursé dans
s remboursements dans chaque chaque
échéance) rembourseme chaque
remboursement | rembourse
nt remboursement ment

1. Le remboursement par amortissement constant
Ce type de remboursement, également appelé « tranche égales » est principalement utilisé par
les entreprises.

¢ Le montant du capital amorti a chaque échéance est toujours le méme. Il est égal

aumontantdu prétCodi vi s® par | e nombrl@z%glé@ch@ance

e Pour chaque échéance, le montant des intéréts est proportionnel au capital restant
dd en début de période, ils décroissent a chagque échéance.
On utilise la formule des intéréts simples.

([1,=Cyxixd| i = taux doéint®r°t p®riodiqgl
J avec C; : capital restant da
= , '
: 1, d:ladurée = nb jours
Let cé. Base
e De m°me pour | 6dassurance.
([A;=Cyxaxd] a = taux doéint®r°t p®riod
J | | avec C; : capital restant dd
A,=Cyxaxd : -I
2 1, d:ladurée = nb jours
Letceé Base
Donc :
Montant du . :
Date | rembourseme Intérét Crean_ce Assurance Charg'e Cepiia .
nt amortie reportée restant di
Do Co
- 1 noéy
Dl R1:K+I1+A1 I]_:Co)(lxd K:C()/n A1=C0X3.Xd danscecas C]_:C()'K
D, Ro=K+1,+A, | L=Cyxixd K =Cgy/n A,=Cyxaxd .C,=C-K
é é




3 Exemple
Soit un prét au taux de 12% de 100 000 débloqué en une fois, le 1*" janvier 2006, remboursable par

tranches égalesde100 00 pay®es mensuell ement, fin de p®riod
tableau dbéamorti ssenidant 12 mqjs@e80 jaung)l base 360 jours

Montant du A Créance . .
Date remboursement Intérét amortie Assurance Capital restant d
01.01.06 100 000
1
10 000+1000+10 100 000 x 0,12 x% 100000x0,0012> 75| 100 0001 10000

01.02.06 _ [0 555 10000 - =[90 000
01.03.06 10 909 900 10 000 9 80 000
01.04.06 10 808 800 10 000 8 70 000
01.05.06 10 707 700 10 000 7 60 000
01.06.06 10 606 600 10 000 6 50 000
01.07.06 10 505 500 10 000 5 40 000
01.08.06 10 404 400 10 000 4 30 000
01.09.06 10 303 300 10 000 3 20 000
01.10.06 10 202 200 10 000 2 10 000
01.11.06 10 101 100 10 000 1 0
Total 105 555

2. Le remboursement par échéances constantes

Dans ce cas, tous les remboursements sont constants.

Le montant du pr°t ° | a date de d®bl ocage est

remboursements.

Nous appliquons al or s vetsetnentscongtants au taua tomimaln  d 6 une s

périodiqueduprét(i) pl us c el u &)soiae taux @ €ayramené alapériede. (

Soit R, le montant de versements constants, fin de période de capitalisation, actualisé au taux
périodique (i + a). Donc :

3 1i[i+(@+a)]™" ~ (i +a)
Co=Rx (i +a) etdone |R=Cox 3 [1+(+a)]""

.



Pour chaque échéance, le montant des intéréts est proportionnel au capital restant
dd en début de période, ils décroissent a chaque échéance. On utilise la formule
des intéréts simples.

l,=Cyxixd i = taux doint®r°t p®riodiqu
avec C; : capital restant da
IL=C;xixd : i
2 1, d:Iadurée:M
etcé. Base
e Demémepourl 6assurance.
[A;=Coxaxd] a = taux doint Grafcd p®ri od
| | avec C; : capital restant dd
A,=C;xaxd : -I
2 > d:la durée=nb ours
et c é Base
e La part de | 6®ch®ance non affect®e aux i
capital et vient donc diminuer le capital restant di, K; =R T (I; + A)
Donc:
Date HOMET el Intérét Créance amortie| Assurance S N
remboursement restant dd
Do CO
Dl _ (i+a) |1:C0><i><d K1:R.|. (|1+A1) A1:Co><a><d C1:C0'|' Kl
R =Cox — . T
D, 1'[1+(|+a‘)] I,=Cyxixd KZZRT (|2+A2) A, =Cixaxd | C,=CiT Ky
é Constant
3 Exemple
Soit un prét au taux de 12% de 100 000 débloqué en une fois, le 1* janvier 2006, remboursable par
amorti ssements mensuels constants, fin de p®riod
tableau dbéamorti ssendant 12 mqjs@eB0 jauns)l base 360 jours

Calcul du montant des remboursements :

o OI2O02 e AOOOOCOOIOL
Montant du
Date rembm:rseme Intérét Créance amortie Assurance Capital restant d
01.01.06 ; 100 000
B 100 Oi‘g 012 1 10 563,;307-1000- 100000 x 0,0012 »g5 |\ oo 553,87
' _ _ = =
01.03.06 1056387 904.46 9 650.37 9.04 80 795.76
01.04.06 ez 807.96 9 747.83 8.08 71 047.93
oros0s | 1990387 1 71048 9.846.29 7.10 61201.64
01.06.06 101563,87 612.02 9945.74 6.12 51 255.90
01.07.06 . 512.56 10 046.19 5.13 41 209.72
01.08.06 10 563,87 412.10 10 147.65 4.12 31 062.06

.




01.09.06 1056387 310.62 10 250.15 3.11 20811.92
01.10.06 10 563,87 208.12 10 353.67 2.08 10 458.24
01.11.06 10 563,87 104.58 10 458.24 1.05 0.00
Total | 105638,7

Exercice 3du TD 6

3. Le remboursement «in fine »

Dans ce cas, on rembourse la totalité au terme de la durée et chaque échéance correspond aux

sseéemen

intéréts.
3 Exemple
Soit un prét au taux de 12% de 100 000 débloqué en une fois, le 1* janvier 2006, remboursable in fine,
sur 10 mois. Compl ®ter | e tabl & l2nbiadndr t i
jours)
. A . 12% ~ _
Calcul du montant des remboursements : Ce sont les intéréts soit 12 0100000 =1 000
Montant du
Date rembourseme Intérét Créance amortie Capital restant d(
nt

01.01.06 100 000

01.02.06 1 000 1 000 0 100 000

01.03.06 1 000 1 000 0 100 000

01.04.06 1 000 1 000 0 100 000

01.05.06 1 000 1000 0 100 000

01.06.06 1 000 1000 0 100 000

01.07.06 1000 1000 0 100 000

01.08.06 1000 1000 0 100 000



01.09.06

100 000

01.10.06
01.11.06 101 000
Total | 110 000

Exercice 4 du TD 6
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Chapitre 7 : Emprunts obligataires

| i Définition :

1. Qu'est ce que c'est ?

Les obligations font partie des valeurs mobiliéres. 1l s'agit de titres de créance émis par une société, un
établissement public, une collectivité locale ou I'Etat en contrepartie d'un prét.

L'obligataire (c'est a dire la personne détentrice d'une obligation) détient une reconnaissance de dette
que I'émetteur s'engage a rembourser & une échéance convenue et a servir au porteur un intérét annuel
indépendant de I'évolution de ses résultats et méme en l'absence de bénéfice.

Le contrat d'émission doit indiquer :
e |e prix d'émission,
la date de jouissance (départ du calcul des intéréts),
la date de réglement, la durée de I'emprunt,
le coupon (intérét annuel),
le taux de rendement actuariel brut (rendement effectivement percu pendant la durée de
I'emprunt),
o la date de remboursement, le remboursement éventuel par amortissement.

2. La gestion des obligations

Le titulaire d'obligation recoit chaque année un intérét qu'on appelle le coupon. Ce coupon est versé
généralement en une seule fois mais il peut y avoir des versements trimestriels.

Si I'obligation est a taux fixe, le coupon sera chaque année du méme montant. Mais le coupon annuel
peut varier d'une année a l'autre dans le cas d'obligations a taux variable ou a taux révisable.

Le remboursement des obligations peut étre effectué de deux maniéres :

{ Soit les titres sont payés intégralement a échéance
Soit une portion de titres tirés au sort est remboursée par amortissement chaque année

3. Avantages et Inconvénients

L'avantage du placement en obligation est la sécurité du placement : en effet, le rendement est garanti
et la mise de fonds est assurée d'étre récupérée a I'échéance.

Cependant, il existe certains risques : ainsi, si I'émetteur est en faillite, il ne pourra pas ni payer les
intéréts ni rembourser I'obligation. C'est ce qu'on appelle le risque de signature. Mais ce risque peut
étre évité en choisissant des obligations sres comme les obligations d'Etat ou de sociétés renommeées.
Le revers de la médaille est la faiblesse des taux alors offerts.

Aussi, il y a le risque de taux : lorsque les taux d'intérét augmentent, le cours des obligations anciennes
baisse puisque les obligations nouvellement émises sont plus attractives. Inversement, lorsque les taux
d'intérét diminuent, le cours des obligations anciennes augmente car leurs rendements sont supérieurs
a ceux des nouvelles obligations.

.



e Avantages

0 Rendement garanti

0 Mise de fonds assurée d'étre récupérée a I'échéance

o En cas de diminution des taux d'intéréts, possibilité de réaliser des gains en cas de
vente des obligations avant leurs échéances

¢ Inconvénients
0 Risque de signature
0 Risque de taux

4, Quelques obligations particuliéres

Les obligations assimilables au Trésor (OAT) ce sont des titres de créance qui
représentent une part d'un emprunt & long terme émis par I'Etat. L'Etat s'engage
alors a rembourser a I'obligataire en une seule fois cette part d'emprunt a une
échéance de sept a trente ans et dont la rémunération est un intérét annuel. Les
OAT sont cotées en Bourse pendant toute la durée de leur vie, ce qui permet
dailleurs a leur porteur de s'en défaire facilement.

La valeur nominale est celle qui sera remboursée a échéance et sur laquelle sont
calculés les intéréts. Le prix d'émission est le prix d'achat de I'obligation, il peut
étre différent de la valeur nominale. Depuis octobre 1994, les OAT a dix ans a un
prix fixe peuvent étre achetées chaque mois chez un intermédiaire financier du
premier jeudi au vingt quatre du mois. Le prix inclut une commission d'achat de 2
% de la valeur nominale.

Les obligations a coupon zéro ce sont des obligations émises a un prix bas et
remboursées a un prix élevé, ce qui permet au porteur de ce type d'obligation de
réaliser une plus-value intéressante. En revanche, ces obligations ne rapportent
aucun intérét.

Les obligationsconvertibles en actions (OCA]} ce sont des obligations ayant la
possibilité d'étre converties en actions a tout moment ou plusieurs époques

déterminées a l'avance par I'émetteur. Cependant, ces obligations sont émises a un

taux inférieur aux obligations classiques (on ne peut pas avoir le beurre et I'argent
du beurre !). Cela permet néanmoins au porteur de ce type d'obligation de
bénéficier d'une gestion flexible et attractive : en effet, lorsque le cours de l'action
augmente et devient supérieur a la valeur de remboursement de l'obligation, le
porteur convertira son obligation en action afin de profiter d'un meilleur
rendement.

Avantages des OCA

Pour | 6 ®m e Taux doéint ®r °t ver s® inf ®rie

(amateurs dbdédactions et amate
e En cas de conversion, la dette ne sera pas remboursée.

ur

e Facilité de placement en cas de conjoncture difficile. Clientéle potentielle large

ur s

Pour le e Rendement garanti.
souscripteur e Si |l e cours de | 6act ioo pelledi®qtdtes e
convertie en action si la valeur de conversion est supérieure au cours de
| 6obl i gati on.
e Le cours de | 6obligation convert
| 6action augmente et ne des tosgued
| 6action baisse, puisque cbest u




Il T La cotation

e le nominal
Comme les actions, une obligation a un nominal. C'est sur ce montant que sera calculé les coupons
qui vous seront versés par la société. Le nominal des obligations est souvent fonction du type
d'obligations. Mais dans certains cas, 'AMF peut imposer a I'émetteur d'augmenter la part de son
nominal afin de limiter la souscription a des investisseurs plus avertis.

e le taux d'intérét nominal
lIsagit du taux d'int®r°t permettant | e cal cul
taux d'int®r°t nominal de 6%, Vvous percevrez

e le prix d'émission
Afin d'attirer de nombreux investisseurs, il n'est pas rare que le prix d'émission de l'obligation soit
inférieur a la valeur nominale. 1l est possible également, dans des cas plus rares, que le prix
d'émission soit supérieur au montant du nominal.

e le prix de remboursement
A l'échéance de I'obligation, le montant de cette derniere vous aura été totalement remboursé. Ce
remboursement peut étre supérieur au montant du nominal, et ce afin d'accroitre l'intérét pour les
investisseurs. La différence entre le prix de remboursement et le nominal est appelé prime de
remboursement.

¢ la cotation des obligations
Comme tout instrument financier, une obligation peut étre négociée, échangée en toute simplicité.
De fait, le cours d'une obligation évolue en fonction des taux d'intéréts et d'autres éléments
spécifiques a une obligation. Mais il est important de savoir qu'une obligation est cotée en
pourcentage de son nominal et non en unités monétaires.

e Le coupon couru
Cbest |l a fraction du coupon correspondant
déint ®r °ts.

3 Exemple 1
Soit une obligation de nominal 2 000 euros, au taux de 6,40%, émise le 25.10.N, remboursable le

25.10.N+5. Quel était le coupon couru a la date du mardi 12.12.N+3 (date de négociation) ?

Solution:
Nombre de jours du 25.10.N+3 au 12.12.N+3 : (31-25)+30+12 = 48 jours

. 2000%x0.064x48

i C o coprw(en valeur) : py = 16.83€

6.4X48
i Coupon couru :-(—3%—%1—%0.84-%n0mi nal )

e La valeur débune obligation ° une date donn®e
Valeur del 6 o b | = Wadetricapée+ Valeur du couponcouryl
3 Exemple 2

Soit une obligation de nominal 2 000 euros, cote du jour 122,60, coupon couru (en %) : 6,396

Solution:

-

d e
C |



Valeur totale = 122'61806'396 02000 = 2579,92 euros

Exemple de tableau de cotation

Cours du jour Taux Coupon Date du
Cours (en % de la . b .
Code ISN Valeur récédent valeur actuariel | couru (en % | prochain
P : brut du nominal) | coupon
nominale)
CREDIT AGRICOLE SA

FR0000186223 4,90% - 03/2011 98,71 98,76 4,46 2,2311 15/03/06

FRO000186694 5,60% - 12/2011 107,09 107.9 3,38 4,54

Il T Taux actuariel brut (ou taux de rendement actuariel brut)

Il s'agit du taux d'intérét réellement percu par l'investisseur. Ce taux se calcule a partir de la valeur
d'acquisition de I'obligation et en fonction des différents coupons.

e Définition :

A une date donnée, letauxact uar i el brut déun emprunt est |l e t a
l a val eur des obligations ° <cette date et | 6ense
Le taux actuari el déune obligati on lleesttonsérne [t aux d
jusqud” son rembour sement
e Exemple résolu:
Supposons que vous investissiez © | '"®mission dan
d'"®mi ssion de 4950 avec un taux nomi ngpdnsdde 5% pe
250 pendant 3 ans Le taux actuariel se calcul e
25 25 25+ 500
o] 1 2 3

v

495 =25 O (1+t) "1+ 25 O (1+t) "2 + 525 O (1+t) -3

R -3 .
On peut aussi ®crire q:m%zzséaﬂ)tlol'_li)t-l b 50a0{1€)n de | 6
-3
- -3
Soit 495 = 2501

. +5000(1+t) -8

=



(Ecrivez 495 = 25 O (1+t) "1 + 25 O (1+t) "2 + 25 O (1+t) ~3 +500 O (1+t) -3)
On obtient t = 5.37%.

Remargue La différence entre le taux d'intérét actuariel de 5,37% et le taux d'intérét nominal de 5%
s'expliquepar | e montant de | a prime d' ®mi ssion qui e ¢

3 Exemple 3
Soit un emprunt de 2 00 obligations émis le 1.7.N, de nominal unitaire 1 000 euros, prix de

remboursement : 1 010 euros ; taux nominal de 5% ; remboursement : in fine, dans 5 ans.
Cal cul er |l e taux actuari el brut " | 6®mMi ssi on t .

Solution: On peut raisonner sur 1 obligation

_ -5
t solution de : 1000 = 50 x % + 1010 x (1 +t)~°, ontrouve |t = 5,18%

IViVal eur th®origue dbébune obligation
Connaissant letauxdemar ¢ h ®, i est possible de retrouver | ¢
payer pour acqu®rir | dobligation.

3 Exemple 4

Dans | 6exemple 3, calculer | a valeur de | 60obli ga
marchéestde65%pour ce type dbéobligation. Retrouver al ¢

valeur au pied du coupon).

| Pour 1 obligation |

50 50 50 50 50+1010
A A y
1.7N|  17.N+1 1.7.N+2 1.7.N+3T 1.7.N+4 1.7.N+§]
l 118 jours |
—
5.3.N+3

Solution: On peut raisonner sur 1 obligation
Calcul du nombre de jours du 5.3.N+3 au 1.7.N+3 : (31-5)+30+31+30+1 = 118 jours

Va|eUI’ - 5OCX1,065) T 118/365 + 50&1,065) T (118+365)/365 + 1060@1,065) i (118 + 20865)/365
IVal eur & 1] 010,72 euros

La valeur trouvée est lavaleurapayerpour acqu®rir | 6obligation | e 5.
On peut aussi retrouver la valeur cotée en déduisant les intéréts courus de ce montant.

Intéréts courus : 50 x 222118 = 33 84¢
Valeur cotée théorique (ou valeur nue ou valeur au pied du coupon) =1 010,727 33,84=97 6 . 8 8 U

£



ViLien entre |l a valeur th®origque

La val eur totale doune obligation et | a val

doéoi nt ®r °t

(Quand | 6un augment e, | 6autre di minue)

3 Exemple5 :Avecl es donn®es de | 6exempl e 4

Taux

déi nt

pratiqué Val eur de | 6obligation au
sur le

marché

t=6.5% 50@(1 065)-" 118/365 5&3(1 065)-" (118+365)/365,, 106(13(1 065)"- (118 + 2365)/365 1010.72

' ' ’ ' euros

— 0 A i 118/365 A i (118+365)/365 A i (118 + 20865)/365 1031.74
t=5.5% | 500(1,055) +500(1,055) +10600(1,065) oUroS
- 0 ~ i 118/365 A i (118+365)/365 A i (118 + 20865)/365 990.34

t=75% | 500(1,075) +500(1,075) +10600(1,075) oUros

VIi Sensibilité et duration

1. Définition de la sensibilité :

La sensibilitéd 6 u n e
n point

variation de u

obl i gat dedawvaleursdé cetteabligatomprovaqtiée parta
d u . Qette vaniatiod et exprimé enpdurcentage.

La sensibilité permet ainsi de connaitre la valeur future d'une obligation en utilisant différents
scénarios de taux d'intéréts.

3 Exemple 6
Cal cul er a sensibilit® de | 6obligation de
ambiguité, laquelle ?
Solution :
- - T 5 - "
La val eur doune obligat i:‘d(l)=SOO!|Lé%®Qﬁ-i+SLQ§LOO(d+n)'5au
Donc :
t 5% 6% 4%
V(1) a 1007. 8 a 965. 34 a 1052.7
. . . V(6%) 1 V(5%) . 965.3489 - 1007.8353 ,
e 0 = [0) " -
Si le taux passe de t; = 5% a t; = 6%, la variation est : V(%) 1007 8353 a
4.216 %
0, T 0,
Si le taux passe de t; = 5% a t; = 4%, la variation est:V 4%) 1 V(5% + 4. 455 %

V(5%)

On retient généralement la sensibilité liée a une augmentation de 1 point du taux soit une baisse de

4.22%
Cel a s
augmen

i gn

t e

i fi
dou

e q
n p

ue | e
oi nt .
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de

|l 6obl i gation

ddune
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2. Définition de la duration :

Ladurationdbune obligation est | a moyenne pond®r ®e
par les flux monétaires (coupons et/ou remboursements) versés aux échéances, ces flux étant actualisés
au taux du marche.

3 Exemple 7
En reprenant | oedxamplue a3 /i d4n dal ¢ dleempr unt .

Echéances 1 2 3 4 5

Flux 6.5, 6.5, 6.5, 6.5, 6.5,

(couponetiou | 50 (L+75)'t | B0(L+7a)'? | 501+ | 50(L+70)"* | 1060 (1+-=)"°
remboursement) 100 100 100 100 100
Solution:
D=

- 6511, oin (14.85Y12 4 a0 (1 4+ 85115 4 acsg0 (1 2 85114 4 £ 655
10501+ 100) +2050 (1 + 100) +3050 (1 + 100) +4050 (1 + 100) + 501060 (1 + 100)

65,11 65,1, 65,15 65,14 65,15
50 (1 + 100) +50(1+ 100) +50 (1 + 100) +50(1+ 100) + 1060 (1 + 100)
4283.1247 . . .
D 110535 & 4:53 it 4 ans et 6 mois envirgn
. 4283.1247
Remarque: En f aﬁ a
3. Relation entre sensibilité et duration :
Sensibilite = ~2uraton ou |Duration = - Sensibilité (1 + taux)|
1 + taux

3 Exemple 8
Vérifier la formule avec les exemples 6 et 7.
Solution:

OnavaitS=-4.22et D =453 or "493 4534 4 302

6.5 1.065
1*100

Remarque : La sensibilité est directement proportionnelle a la duration.

Exercicedu TD 7
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